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ソリトン方程式に作用する変換群とその代数的構造
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1 . 緒 言
流体力学， プラズ、マ物理学等の分野で確立されたソリトンの概念は， Yang と M ilI に始まった非
可換ゲージ理論に於いても重要で、ある。 強い相互作用を対象とする量子色力学は， Yang- Mill方程式
によって記述されると信じられているが その解析は古典的な議論に限っても強い非線形性と高次元で
ある事等から非常に難しくなっている01) しかし， ソリトン理論として興味深いものであって， これ
によって新しい現象， 概念が引き出せる可能性がある。 実際 ， 場の理論に於いては対称性が重視され
従って保存量， 変換群等に関する研究が精力的に行なわれた。
基本的な性質を明らかにする為に扱いが簡単な時間一空間2次元の模型が幾つも導入されたが， 多
くは可積分系である事が判明した。 2) ところが自己双対型と称するY-M方程式が解かれるにおよんでJ) ，
これら一連の方程式に共通に内包される無限ケの保存量， 多ソリトン解の存在等の性質を幾可学的な
立場から説明しようとする事が試みられた。 1976年， Pohlmeyer は4) ラグランジアンに拘束条件を課
す事によってO (N) 不変なカイラル場を構成し， これが逆散乱スキームで定式化され無限ケのロー
カル保存量 (微分項のみから成る) が存在する事を示した。 引続き積分項から成るノンローカル保存
量の存在も見出された。5) これとは別にDolan-R∞S6) は変換群を調べ隠された対称性 (又はテーュアル
対称性) にノンローカルな保存則が関係している事を指摘し， 次いでこれに関するN oether Current 
を見出した。 Ei che巾err - Forgelは， 7) これらの議論を微分幾可学的に見直し， 対称空間上に積分可能
なカイラル方程式を構成した。 これらの研究を通して明らかにされた注目すべき事は， テ、、ュアル対称
性が無限ケの保存則や多ソリトン解を生じるLax表示を与え， しかも その対称性の無限小変換が無限
次元リ一代数を満たす点である。 この代数が数学でい7所のKac- Moody 1)一代数と呼ばれるもので
ある。 Dolanは8) これを演算子的手法で得たのに対し， 上野 中村は9) リーマン ・ヒルベルト問題を
利用した。 後者の方が一般性があると思われ， Ei chenherrI O) ，  Chaw- 肥川 11. 12) 等に受け継がれ普
通にソリトン方程式と称されている物にも応用された。 上述の如く， Kac- Moody代数は非線 形方程
式の積分可能性に密接に又は根源的に関係していると思われるが， その物理的意味には不明な点が多
。、.0ν 
本文ではEi chenheη等7) ，こ従ってカイラル方程式の導出を示し， 上野等によるリーマン ・ヒルベル
ト変換を説明する。 きて元来逆散乱法はクホローパルな解析を可能にする物であった。 場の理論な どに
現れる方程式をグローパルに扱う意味は不明であるが， 従来のソリトン方程式に対しては初期値問題
の解法のみならず依然として意味があり， 従ってKac- M ∞dy代数の研究等にも その様 な処理ができ
るか どうか興味がある。 我々はグローパルな逆散乱法で得られた事実が変換群の性質に どの様に反映
きれるかを調べる。 すでに我々が調べて来たNxN次行列固有値方程式の理論13) を利 用してリーマ
ン ・ヒルベルト変換のグローパルな表示が得られる。 上野等の物は閉曲線上にスペクトラムが取られ
たのに対し， 我々のものは全実軸上にあって特異な積分表示を取る。 変換のパラメータは散乱行列の
三角分解成分から成る。 無限小変換はリ一環を成しており， Kac- Moody環の構造を持つ事が示され
る。
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2. 対称空間上の非線形シグマ模型
Ei che出町rと Forgelは， Pohlemeyerとは異なり， シグマ模型の幾可学的本質を対称、空間に求めた。
ここでゲージ変換を数学的に把握するために， 彼等の議論を概観する。
ある群Gに対し， ーケの部 分群H ， 又商群K (=GIH )を考え， 各リ一環を L(G) 等と記すものと
すれば， まず次式が成立つ，
ぷ( G) 二 L( ll)+:E( KJ. ( 2. 1) 
群G上に値を持つ場g( x， t) に関し， Qμ( =g一'òμg， μ=0. 1) を定義すると，
。μQ ν-òνQμ+(Qμ，Q 11 ) =0. ( 2. 2) 
対称空間の定義によれば， ( 2 . 1 ) の各リ一環は次式を満たす。
(L'( 回，L'( H)) CL'( 日， ( L( K ) ，L( K ) )cL( 日， ( L( 間，L( K )  ) cL( K )  . ( 2. 3 )  
この時 (2 . 1 ) 右辺は直和分解ができて， しかも L'( ll)とL'( K ) を互いに直交するとして， Qμ を一意
にf，( H) と正( K ) の成分Hμ ，Kμに分解できる，
Qμ会g-1r')μg=H.μ 十Kμcf，( G) . 
n n 
L( H) L( K )  
( 2 . 4 ) を (2 . 2 ) に代入して， (2. 3 ) の条件を使えば，
o =òμHνーんHμ+(H.μ，HvJ+(KI'，K νJcL( H )  ， 
Oニ3μKν-ò llKμ+(H.μ，KνJ+(K μ，H.νJ cf，( KJ. 
次にGの部 分群H 上に値を取るh(x，t ) によりゲージ変換を定義する，
g一一→gh hεH ， 
Qμー→h-1Qμh+h-1òμh C;[( G) . 
(2. 6 b) 右辺は， (2 . 4 ) を代入して
h-1( Hμ+Kμ ) h+h-1ò μh=( h-1H.μh+h-1ò μh)  +h-1Kl'h， 
ハ n
L( H ) 正( K )
と直和分解できて， 次の様な射影成分の変換を得る，
Hμ一→h-1Hμh十h-1ò μh， Kμー→h-1Kμh.
( 2. 4) 
(2. 5 a) 
(2. 5 b) 
(2. 6 a) 
(2. 6 b) 
( 2. 7 )  
明らかにQμの射影空間正( H)，L( K )への直和分解は， ゲージ変換(2. 6 a) のもとで不変とな
っているが， その直接の理由は， 各リ一環が (2 . 3 ) の条件を満たす， つまりL( G) が対称空間に
選ばれたからである。
ゲージ変換のもとで不変なラグランジア ンを作りたい。 (2 . 7 ) によれば， detKμ又はTr.K μ
等はゲージ不変となっている。 この事実に注目して， 次の様にラグランジアンを定義する。
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E(x， t)金一Tr.(KμKμ) = = Tr. ( Dμg. Dμg) = = Tr. (ん]") • 2 
但し，Dμ，Jμ等 はそれぞれ共変微分，カレントと称して，以下の様に定義する ，
Dμg 会んg-gH，μ， Dμg 会-òμg-I_H，μg-l，
Jμ会Dμg.g -\ Iμ =Dμg.g -l. 
( 2. 8 ) 
( 2. 9 )  
( 2. 10) 
( 2 . 8 )右辺の 変形を説明しておく。( 2 . 4 )からKμ =g -lòμg-H，μ会g -IDμg， Kμ =g -IDμg で
あり，更にg-IDμg =-òμg -1・g-H'μ =万I'g.gを使えば，対角和の性質も使うと，
Tr.(K.μKμ) =Tr. (g -IDμg.g-IDμg) = Tr. (g-1 Dμg・Dμg.g)
=Tr. (Dμg.Dμg) =Tr. (Jμfμ) ， 
を得る。 ( 2 . 8 ) のカレント表示を変分して ，オイラー・ラグランジ方程式を求めよう。 テンソル
の'性質13Jμ.Jμ =δJμ・んから，
13E::::;.Tr. (JμδJμ) =0. ( 2. 11 ) 
Hμ を固定する 事に注意してやれば，
δfμ =δ(Dμg).g -I_JμSg-g -1 
=ゲ(δg).g-1ーδg.Hμg-l_ ]"13g.g -1， 
Tr. (Jμδjμ) =Tr. (-òμ(g -IJμ) .13g-Hμg -IJμδg_g-IJμJμδg) 
=Tr. ({g-IDμ�-1 + If，(g-l) Jμδg_g -IÒI' JI' 13g- Hjg-1Jμ13 g - g\:.�J l' Jμδg) 
.・.Tr. (g -1θμ/μδg) =0. ( 2. 12) 
今行列δBをAに独立，又 A =Lli>aj <jl等と書けば，Tr.(AδB) =0は，
L<ai Iδbi > =0 ， 
と書ける。すべての列ベクトル|δbi>の各成分 は独立に振舞うので，<ail二二0， つまりA =O でなけ
ればならない。( 2.12)とA =g-lòμ/μと対応 でき ， detgヰO として， 次の運動方程式を得る。
。μ/μ =0 ( 2. 13) 
カイラル方程式を導こう。 /μ =Dμg.g-l =gKμg一lを ( 2 .13) に代入して ，
DμKμ会òl'Kμ +[g-lòμg，KI'J =0. ( 2. 14) 
光円錐座標 {ご = (t +x)/2 ， ?) =(t-x)/2} を導く。微分，添字の明確な規約が必要である。
。μA 何十日.)A.(ん +ò.)B一(ん -ò.)B.(九 州B}
す(ò.A.Òq B +Òq A .ò.B)， 
I 
Ho 十H.十品)，H1 =-H1 =一(H.一品). (Kμも同様)2 
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( 2 . 15) を (2.5b) ， (2.14) に代入して それぞれを光円推座標系に直す，
ò.Kη -ò�Ke+[K. ， H�) +[H. ，  K�) =O， (2. 16a) 
ò.K� +んK. 十[H. ， K�) +[H�， Ke) =O. ( 2. 16 b ) 
辺々の和差を取れば，
おη K.会ò�Ke +[Hη ， Ke) =0， l)e K� =0. ( 2. 17 ) 
Jμも (2 . 15) に従ってJe， J� に直すと， (2. 10) は次の様になる。
J =òd.g-1-gH. g-\ Jη =ò�g.g-l-gHη g←1 
これを適当に微分して組合わせると， カイラル方程式を得る。
ò� Je -òeJ� +2[]e， J�) =0， ò� Ù +òe Jη 二0， ( 2 . 18) 
前者はg[K �， Ke ) g-1 = [] � ， fe) に注意す ればす ぐ求まる。 後者には， J. =gKeg-1，ん=gKη g-l
と ムJe十九J�=g([Ke， H�) +[K�， H. ) ) g-l+[Òη g.g-l， J. ) +[Ò. g.g-1， J�) ， 
。�g.g-l二g( Hη +K� ) g-l， Ò. g.g-1=g(.fl. +K. ) g-l， 
を使えば良い。 (2 .17 ) から容易 に 九Tr.K� =んTr.K.n =O( n =1，2，…) なる保存則が導ける。
Brezin等の方法14) によりノンローカル保存則も導ける。
3. リーマン ・ ヒルベルト変換
( 2. 18) が逆散乱スキームで表現される事は良〈知られており， しかもリーマン ・ヒルベルト問題
により定式化できる。 実際 ， 次の線形連立系
òR òR =( y-1-1}Rん =( y-1) RJ� ( 3. 1 ) òç " �'''J，' ò T) 
は， クロス微分すれば半IJるように， (2.18) に相当 する。 但し， Yは パラメータである。
( 3 . 1 ) に n， Jgなる(2.18)のtriv ial な解を代入し， 対応するR=R 。を考える。 それで次のリー
マン・ヒルベルト問題を設定する。
x - ( Y) = X + ( y) G( y} y E C， ( 3 . 2 a) 
G( y} 会ROl( y) W( y) R o( y) . ( 3 . 2 b) 
但し， c は r一平面上のある閉曲線て、x-( y) ， X +( y) はそれぞれ Cの内部 ， 外部 に解析接続される。
又， W( Y Jは(ç， T)) に独立とされる。 これより次式が成立つ，
òG . ， _ __ _， ò G  一一=(l-y-l) [] � ， G) 一一二(l-y) [刀， G) . ( 3. 3)  a� \ .... I I ..... J�' '-'' .) ， à7j 
リーマン ・ヒルベルト問題 ( 3 . 2 ) の意 味を考えるには，( 3 . 3 )を( 3 . 2 ) に 代入して， cの内
外部共に解析的となる函数を構 成 すれば良い。 これによって， non- tr ivi al な ん，Jη が構 成できる。
実際に， それを含んだ次の方程式が作れる。
つ白戸hυ
川田:ソリトン方程式に使用する変換群とその代数的構造
IL l -Y ) ( Ix -­Ò� 学Lニ( トy) (jqわ か]g)07J ( 3. 4 )  
これをクロス微分すれば， やはり(2 . 18) が得られるのである。 結局， (2.18)を解く事は(3 . 4 ) を
解く事に等しいと言える。 けれ ど， より直接的には(3 . 2 )のリーマン・ヒルベルト問題を解く事で
もある。 (3.2b) のW( y) が 1に充分近いと， Xi:.( y) は 1に近い事が判る。 ここにXi:. ( y) の線形
変換群としての役割が期待される。 これをリーマン・ヒルベルト 変換と称し， 以下 それを概括する。
きて閉曲線 C上で，
X-( y) X二 l( y') -X+( Y) X:;:I( y') = X_( y) {1-C-1( y) C( Y') }X=I( y') 
= -X +( y) {1 -C( y) C-1 ( y') } X :;: 1 ( y') ， ( 3. 5) 
が成立ち， これからX+( y) ( 又はX-( y) ) を Cの内部 ( 又は Cの外部 ) へ解析接続で、きる。 境界条件と
してX+( 0 )  =1を指定すると，
yd y X+( y) 二 1+一� f :， -: ， X+( y') { 1-C( y') C-1( y) }，( yEC+) (3. 6) Zπi � y'( y'-y) 
が得られる。 積分路は C上であるのでγ-γでの特異性を本来は考慮すべきなのだが， G( y) C-1( γ) 
= 1によりそれは取除かれ積分は正則な物と考えて良い。 この特異性の相殺は非常に特徴的な点であ
る。 積分路を実軸全体を含んだものに変形できるか? I y '1→∞で、X+( y') → 1より積分が無限大になる。
この点を回避する事によってグローパルな解析が可能になる。 次節で それは扱われる。
( 3 . 6 ) において W( y) � 1の条件を明確にしよう。 それ で，
とすると，
W( y) ニexp{一δX( y) }， ( 0 <δ� 1 ) 
C( y) � 1 _R 01( y) δX( y) Ro( y) ， 
( 3. 7 ) 
( 3. 8 ) 
となり， 1 -C( y') C-1( y) =δ{Vx( y') -Vx( y) }を得る。 但し， VX=R 01XRoである。 これらを
( 3. 6)に代入してやるのだが注意が必要である。 つまりδ の一次オー夕刊の式
l yay 
X +( y) � 1 十二了一f � δ{Vx ( 〆) -Vx( Y) }，Zπi � y'( y'-y) 
において， VX( y1) の項は定数となり， 積分路の意味を厳密にする必要がある。 結論として， y'=Oと
yニyを内に含む積分路C 0.7上で積分するものとする。 次の関係を得る，
(J yd y X +( y) � 1 十二ナ f : ，- : V x( y') . 2 πi c :.， y '( y' -y ) ( 3. 9 )  
これによれば， リーマン・ヒルベルト変換はδ Xにより特徴付けられている事が判る。 今2種の函数
δXδYで特徴付けられた変換を考え， それらを合成する2種の変換を作ろう。 この合成写像はもちろ
ん一致しないのであるが， この相異を抽出するのがリ一環である。 つまり変換の交換子を取り出すの
であり， ここにKac.Moody代数という興味深い構造が発見された。 次節でこれを詳述しよう。
4. NXNスベクトラル方程式の線形変換とKac一Moody代数
最近我々はNXNスベクトラル方程式をリーマン・ヒルベルト問題の観点より調べ， 13) S行列の三角
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角行列分解を利用して2 乗国有函数とその規格直交性， 付随する非線形発展方程式の線形化とその積
分等を論じた。 もともとKac- MO<Xiy代数の構造をソリトン方程式に見出したいために， ポテンシャ
ルと散乱データの聞の線形変換を調べたが， 今ここにそれをKac- MO<Xiy代数に応用できる事になっ
た。 紙面の節約上NXNスペクトラル方程式に関する予備事項及び記法は省略する。 これらは参献(13)
にあるものに従うので随時参照されたい。
NXNスベクトラル方程式φx=( ù1A+Q) φ (添字xはx微分) に対応するリーマン・ヒルベルト問
題は， 〔θ目 FθD= eiOX(SllFSùe-iMX ( �=Re.IÌ) ， ( 4 .  1) 
で与えられる。 肩字のP，NはA平面上のImlÌの正負半面への解析接続可能性を， 又Sù等の添字U，L
は S 行列の上下三角分解に関した意味を持つ。 ( 4. 1) を変分すれば， 次式を得る，
Sθù (θrF+θ�(òθllF=δENP， ( 4 . 2 a) 
δENP ==θ�e itAxδ( (SllF Sù) e-i�AX(θrF. ( 4. 2 b) 
但し， ( θÙ) -1 =( θL) T， ( θ�) -1 =( θll) T を使った。 (4 . 2 ) は， ポテンシャルQ( x) とQ( x) +δQ
(x) を持った系の聞の関係を与える。 そこで函数θ に関する変換を定義しよう。
θù +δθt =XDθE， θtl+δθ目=xtlθ1. ( 4. 3)  
( 4 . 3 ) は次の様に書き直せる，
Sθù (θt]-I =xù-l， ( (θtlF) -I(Òθtl]T ニ (Xtl]T - 1. ( 4 ， 4) 
( 4 . 4 ) を ( 4.2 a) に使うとPlemeljの公式から
1 r ∞ d � 【XÙ( IÌ)=l 十 J_= ÒSNP( �，X) ( ImlÌ>O ) ，  (4. 5 )  2πi J -∞� -IÌ 
を得る。 λ→ご+iO として ( 3 . 6 ) に対応した関係を得るべきである。 けれ ど両者には根本的な相
違がある。 (4 . 5 ) では， その特異積分は本質的であり， 一方積分路の長さはδ�NP に弱い条件を要
するのみで， 実際 上はそれは満たされるのである。 きて， NXNスベクトラル問題において， Sù 
Stlの各上三角行列は互いに独立な散乱データである。 それでδZ を次の様に書き直す。
òS=òSP δEN 
òSP会θù e i�Ax (sr FδSùe-i�AX(白rF=φù(srFδSù(ørF，
δSN 会θ�eiMX(SllFδS�e-i�AX(ellF=φnSllF òsnありF. ( 4 .  6) 
但し
φE会θùe iIAX， φ目会θIIe -i�AX ( 4 .  7 )  
(4.3 ) ， ( 4.7 ) からχù， x IIは， ( 4. 4 ) と同様 に φù， Øllの変換を表現する。 今後は， φ 函
数で系を記述してゆこう。
合成写像を 論じるために， 以下の如く記法の節約をしておく。
xù →x， (xllF→x φE→φ， (φllF→φ， 
(srFδSD→δx ， (SllFδS�→δX， δEP→δE， δEN→δE. ( 4. 8) 
A仏τ戸hυ
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又， x (，1 ) ，χ( ，1 ) はA→5土iO として，
x ( c;) = 1 + I( +) (δ 企]， F(5) =l-I()〔321， (4 ，9)
と書ける。但し 積分作用素I(士)(・ 〕 及び被積分函数δ去は
f∞ dc;'ム -I(ic) (・ ) = �J__ ^ '  �: ， ._， (・ 〕 δ '5 ==8 E一δ 5. (4. 10) 2Ki .I-� c; ' - (c; :t i o l ' Jo � � 
( 4. 9)によれば， 変換2(会{x， x}) は δ X(会{ôX ，δ 玄}) によりパラメタライズされる他に，そ
ハ ー 〈
れが作用する状態ø(会{φ，φ}) にも依存している。けれどδ Xにより変換を規定する事は依然として
八 八 ^ ^ ^ 
意味 が ある。ここである基底状態 φ ? を 考え，これ に ôXa，δXβで規定された変換jfa， ifFを作用し/\ ^ エ ー 〈 八 一て， 第一励起状態φY，φh l)を誘起し， 更t;:，逆lこXβ，x aを作用して， 第一励起状態φ)2)，ØV)を
構成する，
ム2)=fβtaahO)， aL2)二2a2βみ0) ( 4. 11) 
( 4 . 9 )がδ 一次の 変分の みしか示してない が，逆に云えば公の パラメータ に関する微分可能性を想
定しており， 当然公はある間部分リ一群Gを成す。いわゆる接ベクトル空間は分の 単位球におけるパ
ラメータの 微分であり， その 空間が存在してリ一環L' (G)となる。この 事は換言すると，G上の 交換
子〔fG，tβ〕 はδ 2の オーダーでL' (G )に属する 事を意味する。 δを微小パラメータと考えても良い 事
〈から， (4. 9 )の X ， Xの 接ベクトルはI(ic) (δ 05)で与えられる。 故に I(士)(・ 〕の 空間におけるその交
換子は対応 する群元の 交換子に一致する。
(2α，fβ) "" (I(ic) (δ 企α)， I( ic) (δ 企β) ). ( 4 . 12) 
δを 微小数値とするともっと はっきりするが， δ 2の オー夕、ー となるの は，α，ßの クロスするケース
の み が寄与するのであって， それ故に tの 展開は依然として (4 . 9 ) の形で十分なのである。
さて (4. 6 ) ， (4. 8 )によれば，
δEY) =φLO)δ Xa ( (Þ�O) )一1 δEkO) ==(φ�O) ) -1 δXaφhO)， 
δ 5)1) =φLl)δ Xβ[φ日) ) -1 ， δ 5)1) =(φV))-IÔXβφL1)， 
( 4. 13) 
八 八
と書いて， φV)=( 1 +1(+) (ôË�O))) φ�O) ， (Þ)2) =( 1 + I(叶〔δ 5�1) )) φY等となる。ここで特に，
δ 5)1) =( 1 + 1(+) (δ れ0) )) φhO)δ Xβ〔φ�O) ) -1 ( 1一I(+) (δ れ0) )) 
ニδE�O)十 (1(+) (δ Ê�O) )， δE�O)) ， ( 4. 14 a ) 
Ô E)l) =δ E�O) +(1(+) (δ 会�0) )， δ E)O)) . ( 4. 14 b ) 
Plemeljの 公式 Iト)(F) =1(+) (F) -F によれば (4 . 14) は
八 八 八δ E�l)ニδ 5)0) +(1(+) (δE�O) )，δ Ë)O)) +(δZLO)， δ 5)0) ) ( 4. 15) 
となる。 (4. 13) ， (4. 15) を使っ て合成写像Xβ Xaを計算できる，
xβXa =( 1 +1(+) (δ 企γ))) ( 1 +1(+) (δ れ0)) l 
一= 1 + 1(+) (δ あ0)十δ れ0)) + I( +) (ôれ0)，ô 5)0)) +(1(+) (δ ι0) ) ，δ れ0))十I(十)(δ れ0))1(+)(δ れ0)) . 
- 55 -
富山大学工学部紀要第37巻 1986 
交換子は次の様になる。
[xβ，xa ) = JI + J2 + J3 + J4， 
JI =1(+) [δ 企LO)，δS�O))-1(+) [δ企〉0)，δE�O)) ， 
]z =1(+) [1(+) [δれ0)) ，δ れ0) ) ， J 3 = -1( +) [1( +) [δShO}〕，δ企�O) ) ， 
J4 =[1(+) [δihO)〕，Ii+}[δiho} 〕〕.
ここで次の変形を行 う。
1 [r dE J2 + J4 二一←一一iJ�(2πi) 2 l _， ç" -( ç + iO) 
x [δ企�O)(ç') ，δれ0)( ，;") ) 
Jé'_{�t 
，;' -( ç" + iO) J�iω) 
( 4. 16) 
=前τ J�-L) LffJ: 〔δ S�O)(ç')，δS�O) (ç")) 
^ . ^ . ^ = -1(+) [δS�O)， 1(ー)[δE�O))) =1(+) [8 E�O) ，δS�O)) + 1(+) [1(+) [δS�O))， 8S�0))， 
これを使うと(4，16) は次の様に整理される，
1 [xβ，x α) ={1(+) [8 E�O)， 8 S�O)) + : 1(+) [δS�O) ，δS�O) ) } 2 
一 ^ 1 
+{ I(十)[δELO)，δE�O)) + : 1(+) [8 E�O) ， 8 E�O) )} 2 - ， 
八 一 1
=一1(+) [δZLO)，δS�O) +δS�O) ) 十 1(+) [8S�0) +δS�O) ， 8 S�O) ) 2 
=1(+) [δ E LO) ， 8 S�O)) -1(+)[8S�0)，δS�O)) ， 
( 4 . 13) 以降の計算をもう一方の交換子[xβ， X a) についても操返して，
[xβ，xa) =-1(ー)[δZLO)，δS�O) ) + 1(-) [δELO)，δS�O)) ， 
( 4. 17) 
( 4 . 18) 
を得る。(4 ，17) ， (4. 18)は(4 ，12)の実際の表示である が， 実は次の表示を定義すると半IJるが，
もっと重要な意味を持っている。つまり，
〔δ5'kO)， Ô 8)0) J ==φ�O) [δXα，δXβ )  (φ �O)) -1 会δSig�β1， 
[8 S�O) ，δS�O) )会δE[a，β1， ( 4. 19) 
を導入すれば(4 ，17) ， (4 .18) の各右辺は
1(:t) [δELO)，δS�O)) =1(土)[δsf g�pJJ ， 1(士)[δSIxO) ， 8 S�O)) = 1(土)[8 Sfg�pJJ， (4 . 20) 
と書ける。 X，S等の肩字，添字を変更して，δXa，δXβ→δX，δY，Sa( =φδXaφ-1)→ E x， Eβ→ 
Cyとする。
[J<士)[δ ム )，1(土)[8 会 y )) = 1(土)[8 企[X，yJJ . ( 4， 21 ) 
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次の展開
qJH qL 
、IJ
Aせ
削
/t
F 。on x 。om + n 、パ∞Z-一
m 
=
n 
町、ox 、。
これは無限小変換J<土) [δSxJ等がリ一環を成す事を意味すると同時に，
δX(;Ì) =}; λnδX{n)， n�ー曲
次式が得られる。が一般に許されうる事から，
( 4. 23) 
これがいわゆるKac- Moody
〈
[I(土)[δSx(n))，I(土)[8s�m))) =I(土) [δZitW〕|(n +mHK +t}
但し， 右辺はn+m=k+lを満たす ( k， 1 )について和を取る必要がある。
リ一代数と呼ばれるものである。
δX，δXの定義( 4 . 8 )によればxa，xβの変換に従って散乱データは，
(4.24) 
の如く変換される。 つまり散乱データ側から見ると， 5 1; が( 1 +8 aX) ( 1十δβX) なる単なる行列
で変換されている。 逆散乱法の観によれば系の状態は， { 状態画数， 散乱データ， ポテンシャル!の
いづれでも指定される。 残されたポテンシャルについての変換は次式で与えられる。
δQ( x) =土 r � [ A， 乙π d一国
51; →51_; +51;δaX→51;+5ù δaX+5t8 βX+5(;δaXδαXδβX， 
( 4. 25) 
以上の議論で，(:t ， 無限小変換は( δX，δX) で特徴付けられたが別の方法も考えられる。 以下では互
いに独立な散乱データ{U( 会5(;) ，L( 会 5�) }で直接変換をパラメタライズしてやる。 基底状態 {Uo'， 
L o'}を {8 U.α，8 La}のぷんを変換すれば， 次の状態は{Uo'-Uo'δUα・Uo'，L 0' -L 0'δLa'Lo'} 
となる。 この時( 4 . 13) は単に( δxa，δXa) を(δUa，8 La) に変更すれば良いが， (4. 14) は次の様に
変更を受ける。
φ δXφIーφ 1δXφ) ( �， x) M. 
( 4. 26) 
|
〈
δE'�l) ==δE�O) +[1(+) [δE�O)) ，δE�O) )一δELO)・δE�O)
一ー 八 ー一 一一
δE�l) = 8 E�O) + [1(+) [δE�O)) ，δE�O) )一δELO)・δE�O)
以前と同様に無限小変換の交換子を計算できるが， この際には可換となってしまう。 良〈考えてみる
とそれは当 然である。 無\;H小変換を考えているのだから， 2種の変分δUa，δUβ を施しでも， 逆散
乱法の観点によれば 1ケの変分(8 Ua十δUけを施した事に同等となるべきであり， 従って可換とな
るのである。
カイラル方位式においては， ノンローカル保存則の研究が直接 Kac- Moody代数に結び、ついた。 そ
れは場の理論においてノンローカル・チャージが重要な意味を持つからである。 一方ソリトン方程式
ではKac- Moody代数と保存則の関係は余りはっきりしていない。 端的に云えばリーマン・ヒルベル
ト変換によって得られたKac.Moody代数と保存則の関係が 不明なのであり， これに対しては後でも
言及する。
5. 結 言
力イラル場の方程式の導出及びデ ュアル対称性を生み出す逆散乱スキーム( 3 . 1 ) 式と それに関 す
るリーマンヒルベルト変換が概括された。 (3 . 1 ) の解R( �，甲)でカ レ ントJ を変換し でもラ グラン
ジアン(2 . 8 ) は 不変である。 これがデ ュアル対称性である。 この無限小変換を得るためにリーマン
ヒルベルト問題を設定し， その代数が計算できる。 今迄の扱いはローカルであって その為に( 3 . 2 ) 
式中の行列G(y; �， r;) の意味がはっきりしなかった。 それは( 3 . 6 ) 式等にある積分路が単に閉ル
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ープである以外定められてないからである。 我々は， これを調べるためにスペクトラム解析の良くで
きている普通のソリトン方程式を取り上げた。 実軸上にスペクトラムが存在するNXN固有値問題13)
を考えると散乱行列が定義され， リーマン・ヒルベルト問題の行列Gは2組の互いに独立な散乱データ
で構成されている事が判明する。 一方， 前述のケースと異って積分路が無限長になる事から無限小変
換は特異積分で表示される。 又， その代数はEichenherr10) 達が与えた様 なKac- Moody 代数に同じ
もので表された。
( 4 .20) 又は( 4 .23) 式中の交換子(8X，δ刊を考察する。 定義式( 4 . 8 )よりδX， 8Yは共に対
角成分ゼロの上三角行列であり故に交換子も上三角となる。 仮に， 上三角行列X{= (x 5); i<j}， Y 
を取れば
(X， Y) = l: li>{l:(x�yj-y�xJ )}<jl， (i<k<j ) 
となり， 例えば2X2行列では消失， 3 X 3では(X，Y) = I 1 > ( x 1 y � -y 1 x }) < 3 I となる。 こ
れは我々の得た代数は従来のものより非可換性が弱い事を示す。
我々の議論では時間変数がなかったが， 散乱行列に時間依存性を課す事によって容易 に時間も含ん
だ形式を得ることができる。 13) 例えばBを対角定数として5t =iç( B ， 5) とすれば， 5U，L 等も同じ
方程式に従う。 ( 4 . 1 )式を時間， 空間変数で微分すれば， λ一全面に解析接続される函数D(ç) ， 
F( ç) を定義できる。 実は， D=içA+Q( x ，  t) ， F=içB+R( x， t) であり， θE，Lは次の連立系を
満たす。
θt十içBθ Fθ二0 ， θx十içAθ-Dθ= o .  ( 5 .  1) 
この可積分条件 D t -Fx十(D，FJニOより対角成分ゼロの行列Q ， Rの満たす非線形方程式が求ま
る。 この非線形方程式の第一変分系の解が( 4 .25 ) で与えられ， 従ってリーマン・ヒルベルト変換が
デ ュアル対称性である事を示す。
Kac-Moocly代数が保存則に 本質的に関与すると信じられているが， 著者 の知る限りでは， リーマ
ン・ヒルベルトの変換によって両者 の関係を直接述べた研究はない。 Chaw， 肥川12)等が間接的な議
論を与えているので要点を記そう。 ローカルな扱いで、あるが， ( 5 .  1 ) にθ'(ご) =θ1(0) θ( ç) なる
ゲージ変換15) を施し， 変換された系に対し同様なリーマン・ヒルベルト変換を行う。 すると変換さ
れた系及び変分系は， 直接保存則の形に書ける。 問題はゲージ変換に対しリーマン・ヒルベルト問題
の解析性は一般に破れる事である。 その解析性が破れずに保存されるならば無限ケのローカルもしくは
ノンローカルな保存量が存在するというのである。 彼等の主張を我々のグローパルな議論で調べたい
のであるが， かなりの難問である事が次の様に判る。 ( 5 . 1 ) をゲージ変換するとθ(0) =gとして，
θ与十iç{θ， A-g� l Ag θ， }ニ0， θ't + iç{θ， B-g� l Bgθ'}=o， ( 5 . 2 ) 
となり， ( 5 . 1 ) と違ってI →±∞でθ与= 0とできず， 逆散乱法にとって重要なJost 函数が定義で
きない。 しかし， 特定のポテンシャルQ( x， t )  ， R ( x， t ) が存在して定義できる可能性がある。 これ
は今後の課題である。
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Some Transformation property and its Albegbraic 
Structure Relating with T he Soliton Equatiom 
Tsutomu KA W AT A 
From tæ view悶nt of the勾mmetric咽æ a dErivatiαlof tæ chira1 field叫国i∞is reviewed simply匂
virture of tæ勾lllIretric spacεApure ga1.l!雰fuoctim Qμ( =g- lò μg ; g taking the value on 血e group 
G) satisÍYÏng the flat connection of curva旬res is uniquely projected on to both Lie algebra s， 出e
one is a subalgebra of H( C G) while tæ other of G/ H. An introduction of the gauge transfor­
mation ( g→gh， h εH )  induces a natural derivation of the出iral equation. 
After the short discussion of (local )悶emann- Hilbert transformation ( belo昭ing to a Lie group) 
for the chiral equation， it is attempted to extend白at transformation to the case of N X N- order 
spectral equation with the sp配trum on the real axis. In our case the contour integral must be 
replaced with a infinite real interval (一 ∞ ，∞) and the usual treatment fails b配ause of the 
divergence of integrals. This is removed by using our re田nt results of triangular factorization 
techniques， then it becomes possible to get the global formulation. We find that our trasfo­
ma tion still has a similar a]gebraic s仕ucture， that is， 白e Kac- Moody Lie a]gebra. 
〔英文和訳〕
ソ リトン 方程式に作用する変換群とその代数的構造
川 田 勉
対称空間の観点に立つカイラル方程式の導出が簡単に復習される。 曲率セ、ロを満たす純ゲージ函数
Qμ ( =g-lò μg ;  g はリ一群G 上に値を取る) が2種のリ一代数， 一つはGのある部 分群 Hの部分リ一
代数もう一つは商群 ( G/ H) の部 分代数， の上に一意に射影される。 対称空聞の性質からH 上に値を
取る函数hによりゲージ変換( g→gh ; hEH ) を導入すれば自然にカイラル方程式が求まる。
カイラル方程式に関するローカルなリーマン ・ヒルベルト変換が簡単に述べられた後で実軸上にス
ペクトラムを持つNXN次の行列スベクトラル導程式のリーマン ・ヒルベルト変換への拡張が試みら
れる。 この時には無限小変換に現れる積分は全実軸 (一∞ ∞) に及ぶので、従来の定式化では積分は
発散して失敗する。 この困難は， 最近の我々の三角行列分解のテクニックを使えば取除くことができ
る。 これからク、、ローパルなリーマンヒルベルト変換の表示が得られる。 対応する無限小変換は従来の
物と同様に， Kac- Moodyリ一代数の構造を 持つ事が示された。
(1985年10月3 1日受理)
- 60 一
